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Abstract            
  A first-order differential equation is a mathematical equation used in 
mathematics, science, and engineering, and it can be solved using various methods. 
One commonly used approach is numerical methods, which often rely on computer 
programs to enhance the accuracy of solutions. Mathematical software such as 
MATLAB and Scilab are frequently used to solve such problems. In this research, the 
researcher used the Euler method and the Runge-Kutta method, which are numerical 
methods used to solve first-order differential equations, to compare the accuracy of 
the two methods through JavaScript programming. The program displays actual values, 
estimated values and error values. The results show that Runger-Kutta method is more 
accurate than Euler method for actual values, estimated values and error values with 
efficient representation through example and display in HTML window.   
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บทคัดย่อ       
                สมการเชิงอนุพันธ์อันดับที ่หนึ ่ง เป็นสมการทางคณิตศาสตร์ ว ิทยาศาสตร์ และ
วิศวกรรมศาสตร์ ที่มีการแก้ปัญหาได้หลากหลายวิธี วิธีเชิงตัวเลขเป็นวิธีหนึ่งที่นำมาใช้  และได้มีการ
ใช้โปรแกรมเพ่ือมาช่วยหาผลเฉลยที่ต้องการความละเอียดมากขึ้น โดยโปรแกรมทางคณิตศาสตร์ที่ใช้
ในการแก้ปัญหา คือ โปรแกรม MATLAB  โปรแกรม Scilab  เป็นต้น ในการวิจัยนี้ นักวิจัยได้ใช้วิธี
ออยเลอร์ (Euler) และ วิธีรุงเงอ-คุททา (Runge-Kutta) ซึ ่งเป็นวิธีเชิงตัวเลขวิธีหนึ ่งที่ ใช้ในการ
แก้ปัญหาสมการเชิงอนุพันธ์อันดับหนึ่ง เพื่อเปรียบเทียบความแม่นยำของ 2 วิธี โดยผ่านการเขียน
โปรแกรมจาวาสคริปต์ โดยให้โปรแกรมแสดงค่าจริง ค่าประมาณ และค่าความคลาดเคลื่อน ผล
การศึกษาพบว่า วิธีรุงเงอ-คุททา ให้ความแม่นยำกว่าวิธีออยเลอร์ สำหรับการหาค่าจริง ค่าประมาณ 
และค่าความคลาดเคลื่อน ที่มีการแสดงผ่านตัวอย่างได้อย่างมีประสิทธิภาพและมีการแสดงผลที่
หน้าต่าง html  
 
คำสำคัญ :   สมการเชิงอนุพันธ์อันดับหนึ่ง; วิธีออยเลอร์; วิธีรุงเงอ-คุททา; จาวาสคริปต์ 
 
บทนำ            

ในการคำนวณทางคณิตศาสตร์มีบทบาทสำคัญในหลายสาขาวิชา เช่น วิทยาศาสตร์ 
วิศวกรรมศาสตร์ เศรษฐศาสตร์ และการวิเคราะห์ข้อมูล การใช้โปรแกรมคำนวณทางคณิตศาสตร์ช่วย
ให้การคำนวณที่ซับซ้อน ทำได้อย่างรวดเร็วและแม่นยำ ลดข้อผิดพลาดที่เกิดจากการคำนวณด้วยมือ 
และช่วยให้สามารถทำการวิเคราะห์ข้อมูลเชิงตัวเลขได้อย่างมีประสิทธิภาพ ปัจจุบันมีโปรแกรมและ
เครื ่องมือหลายชนิดที่ถูกพัฒนา เพื ่อรองรับการคำนวณทางคณิตศาสตร์ โดยแต่ละโปรแกรมมี
คุณสมบัติที่แตกต่างกันตามลักษณะการใช้งาน ได้แก่ MATLAB, Python, Scilab และ Excel เป็นต้น 
การเลือกใช้โปรแกรมข้ึนอยู่กับลักษณะของการคำนวณและความต้องการของผู้ใช้วิธีออยเลอร์ (Euler 
Method) เป็นหนึ่งในวิธีการเชิงตัวเลขพื้นฐานที่ใช้สำหรับการแก้ปัญหาสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ 
(Ordinary Differential Equations หรือ ODEs) ซึ่งเป็นแกนสำคัญของแบบจำลองเชิงคณิตศาสตร์
ในงานวิจัยที่ครอบคลุมหลากหลายสาขา เช่น วิทยาศาสตร์ วิศวกรรมศาสตร์ เศรษฐศาสตร์ และการ
วิเคราะห์ข้อมูล วิธีนี้พัฒนาขึ้นโดย Leonhard Euler นักคณิตศาสตร์ผู้มีชื่อเสียง และได้กลายเป็น
หนึ่งในเครื่องมือพ้ืนฐานที่ใช้ในการศึกษาระบบพลวัตที่ซับซ้อน 

สมการรุงเงอ-คุททา อันดับ 1 (RK1) มีลักษณะคล้ายกับสมการในระเบียบวิธีของออยเลอร์

โดยในวิธีนี้ค่าของผลเฉลยของเวลาถัดไปจะขึ้นอยู่กับผลรวมของค่าของผลเฉลย ณ ปัจจุบันกับความ

ชันของช่วงเวลาปัจจุบัน (k1) ทำให้ผลเฉลยของวิธีนี้ไม่เสถียรและไม่ถูกต้องแม่นยำเท่าที่ควร  RK2 



121 

 

เป็นสมการที่ปรับปรุงขึ้นมาจากวิธีของออยเลอร์โดยได้เพิ่มพจน์ของความชัน (k2) ณ ตำาแหน่งตรง

กลางของผลเฉลยในปัจจุบันกับ k1 เข้าไปด้วยทำให้ผลเฉลยมีความถูกต้องแม่นยำดีขึ้นจากเดิม RK3 

ได้เพิ่มพจน์ของความชัน (k3) เพื่อเพิ่มความถูกต้องแม่นยำ ส่วน RK4 นั้นจะถูกนำมาใช้ค่อนข้างมาก

ในทางปฏิบัติ สามารถคำานวณหาผลเฉลยโดยคอมพิวเตอร์ด้วยการใช้โปรแกรมภาษาต่าง ๆ ซึ่งมี

ไลบรารีที่นักพัฒนาทั่วโลกได้ทำาไว้มากมายสามารถเข้าถึงได้จากสื่ออินเทอร์เน็ตทั่วไปทั้งยังสามารถ

นำเอาหลักการอื่นมาร่วมเพ่ือประยุกต์ใช้ต่อได้อีกหลากหลายแนวทาง 

JavaScript (JS) เป็นหนึ่งในภาษาการเขียนโปรแกรมที่ได้รับความนิยมอย่างแพร่หลาย 
โดยเฉพาะในการพัฒนาเว็บไซต์และแอปพลิเคชันบนเว็บ อย่างไรก็ตาม เมื่อพูดถึงการใช้งานทาง
คณิตศาสตร์ JavaScript มักไม่ได้เห็นนำมาใช้ทางคณิตศาสตร์เท่ากับภาษาอ่ืนๆ ถึงแม้ว่า JavaScript 
จะไม่ได้ถูกออกแบบมาเพ่ือการคำนวณเชิงตัวเลขโดยเฉพาะ แต่ด้วยการพัฒนาไลบรารีเสริม ทำให้ JS 
มีศักยภาพในการใช้คำนวณ สมการทางคณิตศาสตร์ วิเคราะห์ ได้อย่างมีประสิทธิภาพ 

ในปี 2010 มูซา เอช, อิบราฮิม ไซดู และ วาซิริ  ได้ศึกษาเรื่องการวิเคราะห์และการหา
อนุพันธ์แบบง่ายของ วิธีรุงเงอ-คุททาอันดับ 4 ที่เก่ียวข้องกับการหาอนุพันธ์ของวิธีรุงเงอ-คุททาอันดับ 
4  ซึ่งได้ทำการปรับปรุงการหาอนุพันธ์และการวิเคราะห์ที่มีอยู่ของวิธีรุงเงอ-คุททาอันดับ 4 ให้เรียบ
ง่ายขึ้นเพ่ือให้สามารถอ้างอิงได้ง่ายและได้มีการแสดงกราฟ นอกจากนี้ ยังลดความซับซ้อนของวิธีการ
นี้โดยเสนอแนวทาง การหาอนุพันธ์ทีละขั้นตอนเพื่อให้เข้าใจได้ดีขึ้น  ต่อมา ดร. อามีรุล อิสลาม ได้
ศึกษาเรื่องการหาคำตอบที่แม่นยำของปัญหาค่าเริ่มต้นสำหรับสมการเชิงอนุพันธ์สามัญด้วยวิธีรุงเงอ-
คุททาอันดับ 4  ในปี 2015 ซึ่งงานวิจัยนี้ พิจารณาวิธีรุงเงอ-คุททา อันดับ 4 สำหรับการแก้ปัญหา
สมการเชิงอนุพันธ์สามัญ โดยวิธีที่นำเสนอนี้เป็นวิธีที่มีประสิทภาพค่อนข้างสูง เหมาะสำหรับการ
แก้ปัญหาสมการเชิงอนุพันธ์สามัญ ในงานวิจัยนี้มีการใช้ตัวอย่างหลายตัวอย่างเพื่อแสดงให้เห็นถึง
ความแม่นยำและความง่ายในการนำไปใช้ นอกจากนี้ผลลัพธ์จากการทดลองเชิงตัวเลขถูกนำมา
เปรียบเทียบกับคำตอบเชิงวิเคราะห์ และได้ทำการวิเคราะห์ค่าความคลาดเคลื่อนของวิธีรุงเงอ-คุททา 
ผลการวิจัยพบว่า ผลลัพธ์ที่ได้รับถือว่าดี แม้จะใช้ขนาดของระยะห่างระหว่างจุดมาก และสามารถ
ปรับความแม่นยำได้โดยการลดขนาดของระยะห่างระหว่างจุด เพื่อให้ได้ค่าความแม่นยำที่ต้องการ 
ดังนั้นวิธีนี้จึงสามารถนำไปใช้ในการแก้ปัญหาเริ่มต้น เพื่อให้ได้ค่าความแม่นยำที่ต้องการได้  และในปี 
2015 คาซิม อับบาส ฮุสเซน, ฟัดเซียห์ อิสมาอิล, นรศักดิ์ เสนู และ ฟารานัก ราเบีย ก็ได้ทำการศึกษา
เรื่องวิธีรุงเงอ-คุททา แบบปรับปรุงอันดับ 4  สำหรับการแก้สมการเชิงอนุพันธ์สามัญอันดับสามแบบ
พิเศษ งานวิจัยนี้ ได้สร้างวิธีรุงเงอ-คุททา แบบปรับปรุงอัยดับ 4 สำหรับการแก้สมการอนุพันธ์สามัญ
อันดับ 3 แบบพิเศษโดยตรง มีการเปรียบเทียบเชิงตัวเลขโดยใช้วิธีรุงเงอ-คุททา ที่มีอยู่เดิม แก้ปัญหา
โดยการลดสมการให้เป็นระบบของสมการอันดับหนึ่ง แล้วทำการคำนวณใช้วิธี RKD แบบตรงสำหรับ
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การแก้สมการอนุพันธ์สามัญอันดับสามแบบพิเศษ ผลการวิจัยพบว่า ผลลัพธ์เชิงตัวเลขแสดงให้เห็นถึง
ความสามารถของ วิธี RKD4 แสดงให้เห็นถึงประสิทธิภาพและความแม่นยำของวิธีใหม่ รวมถึงค่า
ความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ 

งานวิจัยใช้โปรแกรมจาวาสคริปต์ ซึ่งเป็นโปรแกรมที่ยังไม่ได้ถูกออกแบบมาเพื่อการคำนวณ
เชิงตัวเลขโดยเฉพาะทางคณิตศาสตร์ ดังนั้น ผู้วิจัยจึงสนใจที่จะทำการเปรียบเทียบความแม่นยำของ
สมการเชิงอนุพันธ์อันดับ 1 ของวิธีออยเลอร์และวิธีรุงเงอ-คุททา ซึ่งจะแสดงการประมาณค่าของผล
เฉลย ผ่านการเขียนโปรแกรมจาวาสคริปต์ ที่มีการแสดงผลที่หน้าต่าง html  ในที่นี้ผู้วิจัยสนใจเฉพาะ
สมการเชิงอนุพันธ์สามัญอันดับ 1 เท่านั้น 

 
วิธีการดำเนินการวิจัย      

การหาคำตอบของสมการเชิงอนุพันธ์มี 2 ประเภท คือ ปัญหาค่าเริ่มต้น (Initial value  problem) 
และ ปัญหาค่าขอบ  (Boundary  value  problem)  การใช้วิธีการวิเคราะห์เชิงตัวเลขเป็นหนึ่งวิธีที่
ใช้ในการหาคำตอบ เช่น วิธีออยเลอร์ หรือวิธีรุงเงอ-คุททา อีกท้ังการใช้โปรแกรมเพ่ือช่วยในการหา
คำตอบ  

 
การหาคำตอบโดยวิธีของออยเลอร์       
  จากสมการ.     ( , )y f x y =   ซึ่งมเีงื่อนไขเริ่มต้น 0 0( )y x y=  
 จะได้             1 1 0 0 0( ) ( , )y y x y hf x y= = +      

    2 2 1 1 1( ) ( , )y y x y hf x y= = +  
ดังนั้นเขียนเป็นสมการทั่วไป จะได้    1 ( , )n n n ny y hf x y+ = +       
 
การหาคำตอบวิธีรุงเงอ-คุททาอันดับ 4      
 เป ็นการคำนวณหาค่า ( )ny x   ที ่ให ้คำตอบมีค ่าแม่นยำค่อนข้างส ูง  จากสมการ     

( , )y f x y =   ซึ่งมเีงื่อนไขเริ่มต้น 0 0( )y x y=   

 ทำให้ได ้    ( )1 1 1 2 3 4

1
( ) 2 2

6
n n ny x y y k k k k+ += = + + + +  

 โดยที่ 1 ( , )n nk hf x y=  

               
2 1

1 1
,

2 2
n nk hf x h y k

 
= + + 

 
 

                         
3 2

1 1
,

2 2
n nk hf x h y k

 
= + + 

 
   

         ( )4 3,n nk hf x h y k= + +  
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ความคลาดเคลื่อน (ERROR) 
 ค่าความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์   mean truex x= −       

 ค่าความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ์     mean true

true

x x

x

−
=       

 เปอร์เซ็นค่าความคลาดเคลื่อน = ค่าความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ์ * 100 
โปรแกรม JAVASCRIPT 
คำสั่ง   ( , )f x t     เป็นฟังก์ชันที่กำหนดให้เป็นสมการเชิงอนุพันธ์ 
 exactSolution (t)       เป็นฟังก์ชันที่ให้คำตอบจริง 
การแสดงผล 
หลังจากคำนวณค่าท้ังหมดแล้ว ผลลัพธ์จะถูกแสดงในตารางที่มีคอลัมน์ 
 

 
 

 
 
ผลการวิจัยและอภิปรายผล         
การเขียนโปรแกรม Javascript วิธีออยเลอร์และวิธีรุงเงอ-คุททา 
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ตัวอย่างที่ 1 
พิจารณาปัญหาค่าเริ่มต้นที่กำหนดโดยสมการ    ( ) cos( )x t x t =  
โดยมีเงื่อนไขเริ่มต้น  (0) 1x =   บนช่วง  0 1t     
ค่าจริง    sin( )( ) tx t e=  
ผลจากโปรแกรม 
 

 

 

 

 

รูปที่ 1 : กราฟแสดงการเปรียบเทียบวิธีออยเลอร์กับวิธีรุงเงอ-คุททาอันดับ 4 
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ตารางท่ี1: ตารางการเปรียบเทียบวิธีออยเลอร์กับวิธีรุงเงอ-คุททาอันดับ 4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จากสมการเชิงอนุพันธ์อันดับ 1 โดยการเขียนโปรแกรมจาวาสคริปต์ทำให้ได้ผลดังตาราง ที่มี
การแสดงผล ระยะห่างระหว่างจุด ค่าประมาณโดยวิธีออยเลอร์ ค่าประมาณโดยวิธีรุงเงอ-คุททา ค่า
จริง ค่าความคลาดเคลื่อนของออยเลอร์และค่าความคลาดเคลื่อนของรุงเงอ-คุททา ผลที่ได้แสดงให้
เห็นว่าวิธีรุงเงอ-คุททาให้ค่าใกล้เคียงกับค่าจริงมากกว่าวิธีออยเลอร์ ทุกระยะห่างระหว่างจุด 
ตัวอย่างที ่2 
พิจารณาปัญหาค่าเริ่มต้นที่กำหนดโดยสมการ    2( )x t t x = −  
โดยมีเงื่อนไขเริ่มต้น  (0) 1x =   บนช่วง  0 1t     
ค่าจริง   2( ) 2 2tx t t t e−= − − +  
ผลจากโปรแกรม 
 
 

 

 

 

 รูปที่ 2 : กราฟแสดงการเปรียบเทียบวิธีออยเลอร์กับวิธีรุงเงอ-คุททาอันดับ 4 
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ตารางท่ี2: ตารางการเปรียบเทียบวิธีออยเลอร์กับวิธีรุงเงอ-คุททาอันดับ 4 
 

 

 

 

 

 
 
 

จากสมการเชิงอนุพันธ์อันดับ 1 โดยการเขียนโปรแกรมจาวาสคริปต์ทำให้ได้ผลดังตาราง ที่มี
การแสดงผล ระยะห่างระหว่างจุด ค่าประมาณโดยวิธีออยเลอร์ ค่าประมาณโดยวิธีรุงเงอ-คุททา ค่า
จริง ค่าความคลาดเคลื่อนของออยเลอร์และค่าความคลาดเคลื่อนของรุงเงอ-คุททา ผลที่ได้แสดงให้
เห็นว่าวิธีรุงเงอ-คุททาให้ค่าใกล้เคียงกับค่าจริงมากกว่าวิธีออยเลอร์ ทุกระยะห่างระหว่างจุด 
 
บทสรุป 
 จาก 2 ตัวอย่างข้างต้น ซึ่งเป็นสมการเชิงอนุพันธ์สามัญอันดับ 1 โดยการเขียนโปรแกรมจาวา
สคริปต์ เพ่ือแสดงผลเฉลย ที่ทำให้ได้ว่าวิธีรุงเงอ-คุททา ให้ความแม่นยำมากกว่าวิธีออยเลอร์ สำหรับ
การหาค่าจริง ค่าประมาณ และค่าความคลาดเคลื่อน ที่มีประสิทธิภาพและมีการแสดงผลที่หน้าต่าง 
html จากรูปที่ 1 ในตัวอย่างที่ 1 และรูปที่ 2 ในตัวอย่างที่ 2 และจากข้อมูลที่แสดงค่าความ
คลาดเคลื่อนในตัวอย่างที่ 1 และ ตัวอย่างที่ 2 โดยมีระยะห่างระหว่างจุดเท่ากันทั้ง 2 ตัวอย่าง  
  
ข้อเสนอแนะ 

ควรมีการเปรียบเทียบสมการเชิงอนุพันธ์ทุกประเภท โดยการเขียนโปรแกรมจาวาสคริปต์ 
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